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ACP données complétes

Minimiser |'erreur de reconstitution

= Approximation de X par une matrice de rang K < p

/

F = |[Xoxp — nxKUKXpH2
Xnxp |~ Fuxk X — ZZ Xij — Z FkUJk
i=1 j=1

e u axes principaux (normés a 1)
e [ composantes principales (normées a la valeur propre)

= Diagonalisation de la matrice de variance-covariance
= Algorithmes itératifs
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ACP via NIPALS (Non linear Iterative PArtial Least Squares)

e Wold (1966, 1969) : méthode séquentielle = meilleure
approximation de rang 1

Coordonnées
des p variables

Z Z(Xu Finuj1)?

i=1 j=1
Composante F;
8‘}-1_0_)”.1_M z;
= J1 = 2 IS P
OFi >iFi R
AT A A Xe Uy
8?]_ ZJ(XU X ujl) Coordonnées
87 g O — FI]. — 72 des n individus
Uj1 i Y1

o Déflation : une fois (Fy, i) trouvé, on cherche (Fz, i)
premier axe et premiére composante de X = X — F1
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ACP via la recherche directe du sous-espace

F = | Xaxp = Faxsctiiepll?

= Recherche directe du sous-espace de dimension K avec K > 1

—0 = u=XF(FF)?
=0 = F=Xu(vu)™!

—N—
SR
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ACP données manquantes

Moindres carrés pondérés

F=|Wsx(X-F)|?= ZZ WiiXjj — ZF,kW,Jqu,

i=1 j=1

avec W matrice de poids, wj; = 0 si x;; manquant, w;; = 1 sinon.

= Mémes algorithmes mais on "saute" les données manquantes

* NIPALS : yy = Zwf); gy — )
L 1 J

¢ Recherche directe du sous-espace (Gabriel & Zamir, 1979)
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Interprétation géométrique

= Données complétes : (Xpxp, M, D); (RP, M); (R", D)
e NIPALS : 1y = P,’_—DI(X) = Ujp = P,L_?l(x,j)
= PLIKI(X/) = F1 = PM(X,")
e Directe : idem projection sur F et u

= Données manquantes :

W Dj M;

D.
= ujp = PFIJ(X,J')
; | = Fi = Pli(x))
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ACP itérative

= Kiers (1997) : minimiser ||W % (X — M)||? par minimisation
itérative de || X — M||2.

@ initialisation £ =0 : X°
@ itération { :
(a) (F%, u®) minimisent (ou diminuent) || X~ — F//||%; K
dimensions sont retenues )
(b) Xt =Fa¥ = X =W X+ (1— W) X¢

© les étapes (a) et (b) sont répétées jusqu'a convergence

= Estimation/Imputation
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ACP données manquantes

ACP itérative = ACP-EM

Modéle : xjj = Zle Fixup + €jj, avec gjj ~ N(0,02).
Vraisemblance : Lco(X|F, u,02) = =22 In(2m0?) — 55| |X — Fu/|2.

e Etape E : E(x;j|Xops, F* ut,0%) = Imputation
e Etape M : Maximise |'espérance de L. = ACP

e Etape M’ : Augmente |'espérance de L. = MCA

Z\/ — Xﬁ—l/Fﬁ—l(FZ—llFﬁ—l)—l
FZ — Xﬁ—luﬁ(ufluﬁ)—l

= ACP-GEM
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ACP données manquantes

Propriétés

Deux algorithmes = deux points de vues
(imputation; "saute" = imputation implicite)

Décentrage : recentrage
Minima locaux : plusieurs solutions initiales
Solutions non emboitées : choix du nombre d'axes

Réduction de la variabilité

Surajustement

e Diminuer K
o Pénaliser les régressions
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ACP Probabiliste (Bishop & Tipping, 1999; Roweis, 1998)

= modéle d'analyse en facteurs communs et spécifiques
x=p+Tz+e, avec z~ N(0, Ix), e ~ N(0, o%1p)

e Les variables sont indépendantes sachant les variables
latentes : x|z ~ N(p + Tz, 021p)

e Décomposition de la matrice de variance-covariance :
x ~ N(u, X) avec Ypxp = Npxrlyp + a?l,

e Solution explicite :

= ZI 1X’

2= p— K Z K+1)‘
== (/\K — 0’2/K)1/2

=
H

° &
o [
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ACP Probabiliste via I'algorithme EM

Vraisemblance compléte : Lc(X, Z|T, i, 0?)

e Etape E : loi des variables latentes sachant les observations
zlx ~ N((T'T + 21) 1%, V)

= L'espérance conditionnelle correspond a une régression
ridge:

o Etape M : maximise E[L.] par rapport a I et o
P (224 a0 12X

1 ~
2 = —|x-Ffz|p
np
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Utilisation de I'ACPP pour limiter le surajustement

@ initialisation £ =0 : X©
@® itération ¢ :
(a) Estimation : Z et [ = régressions régularisées
A A A 2 A
(b) Imputation XK = ZI" ~ SK ’\"/\1” Xep
© les étapes (a) et (b) sont répétées jusqu'a convergence

= ACP-GEM régularisée
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Simulations

Simulations (1)

21 individus, 10 variables
ACP et données reconstituées avec 2 dimensions : X = Fi/
=

Ajout de bruit sur chaque variable (o = 0.1,0.2,0.5,1)
différentes structures de données

Nombre de données manquantes : 10%, 20% 50%

100 simulations pour chaque jeu de paramétres

ACP construite sur données complétes

ACP construite sur données incomplétes avec les différents
algorithmes : imputation par la moyenne, NIPALS, ACP-GEM
et ACP-GEM régularisée
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Simulations (2)

Deux critéres :

e Erreur de reconstitution
e Coefficient RV entre configurations (vraie / incompléte)

nb.NA = 0.2 nb.NA= 0.4
o
ST ﬂ’ho\ﬂ | B0
° S \ . \
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Conclusion

e Réduction de variabilité
e Visualisation de |'incertitude due aux données manquantes

e Bootstrap ou imputation multiple adapté a I'ACP

15/15



ACP données complétes ACP données manquantes ACP probabiliste Simulations

Du 7 au 10 juillet 2009 :

ud@/

http://www.agrocampus-ouest.fr/math/useR-2009
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