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Les données
e Evaluation sensorielle :

aTi= s,
99 juges, 12 parfums . g = § R

e Recueil de données par Napping (Pages 2003)

o o
I Arom‘atlcs Elixir

=Chanel n5 Jadore (ET)
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- Angel Angel 19 | 27
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“Lolita Lempika
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- “Linstant

*Cinéma Shalimar | 4 | 30
o
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Contexte

Problématique sensorielle

1 P1 1 PJ

i| X1 X

Figure: Tableaux multiples.

e Obtenir une carte compromis des parfums
e Est-ce que les juges percoivent les parfums de la méme facon
(consensus entre juges) 7

e Confronter I'espace produit des experts a celui des
consommateurs

= Problématique classique en analyse multi-tableaux : Analyse
Factorielle Multiple (Escofier & Pagés, 1982)
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Contexte

Une configuration de données manquantes particuliére

e Probléme : chaque juge ne peut évaluer qu'un petit nombre de
produits — difficulté et saturation

e Construire un plan d'expériences

Pr777777277772
/77777777

Pr777777277772

Yrzzzzzzzz77772

Figure: Structure de données manquantes.

= But : obtenir la configuration compromis a partir du tableau de
données incomplet (par une AFM avec données manquantes).
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Comment aborder ce probléme de données manquantes ?

Contexte d'analyse de données

Structure des données particuliére

Structure spécifique des données manquantes

Estimation (hypothéses, distributions) 7

Imputation ?7
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0000000

ACP

e Deux points de vues :

e Maximisation de la variance des points projetés
e Minimisation de I'erreur de reconstitution

e Diagonalisation de la matrice de variance covariance (ou de
produit scalaire)

= Cofliteux quand n et p sont trés grands simultanément
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Minimiser |'erreur de reconstitution

F o= [Xoxp = ToxkPicpll®

K
Xnxp | ~ [Taxg X = Z Z(Xij - Z tikpjk)?-
i k=1

= meilleure approximation de X par une matrice de rang inférieur
K au sens des moindres carrés (Eckart-Young)
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ACP via NIPALS

e Wold (1966, 1969) : Non linear Iterative PArtial Least Squares

e Meilleure approximation de rang 1 :
Fr= 320,06 — tap)*.

= On annule les dérivées partielles :

OF; Zi(Xi'th)
8t,-1 =0 —p= Z.Jt? )
]
OFL _ _ 2igixpy)
Opj =0 —ti= P

= Méthode séquentielle : une fois (%1, p1) trouvé, on cherche
(2, P2) premier axe et premiére composante de X = X — #1p].
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Algorithme NIPALS (Données complétes)

e Soit t; une variable (au hasard) de R” (une composante
principale), soit p; un vecteur de RP (un axe).
e Tant que continue :
e Pourj=1,....,p,

t1
Al = <X
e On normalise py
P1
P1
|1l
e Pouri=1,..,n,
. P1
tli] = <x, P12 >

e Stop
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Algorithme NIPALS (Données complétes)

coordonnées
des variables

~composante t1

A
A A
A A Ai A A
NN A A axe p3
e ]
coordonnées

des individus

Figure: Nipals.

Conclusion
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Algorithme de diagonalisation

P

P1 X/

Figure: Puissance itérée.

A convergence, les vecteurs t; et p; vérifient les équations :

X' Xp1 = A\ip1,
XX’tl = A\ ty.

14 /61



Contexte Données manquantes en ACP Données manquantes en AFM Simulations Conclusion

00000080 0000 000
000000 0000000000000 000000000

NIPALS (Données complétes)

Figure: Recherche du premier axe.

15/61



Contexte Données manquantes en ACP Données manquantes en AFM Simulations
O000000e 0000
000000 0000000000000

ACP via Alternating Least Squares

F = HXHXP - TnXKP;(xpuz'
= Alternating Least Squares (ALS)

=-2X'T+2PT'T=0 =P=X'T(T'T)™},
= -2XP+2TP'/P=0 = T=XP(PP)L

—
S
|

Conclusion
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Et avec des données manquantes 7

e Méthodes ad-hoc : méthodes d'imputation (moyenne,
régression, etc.)

e Weighted low rank approximation : critére WPCA

- ”W*(X T'D/ ”2 ZZ Wi Xjj — Ztlkwl_]pjk 5

avec W une matrice de poids, w;; = 0 si x;; est manquant et

wjj = 1 sinon et * le produit d'Hadamard (élément par élément).

= T et P obtenus en minimisant le critére sur les données
présentes seulement

= Les données manquantes sont complétées par X=TFP
= Meéthodes itératives pour résoudre ce probléme
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Et avec des données manquantes 7
= Mémes algorithmes que précédemment mais on saute les
données manquantes.

e Nipals : Christoffersen (1970); Gabriel et Zamir (1979) : Criss
Cross regression. Alternance de deux régressions simples
pondérées :

L 2 WiXijti
Pi= e
t; = j Wuxugj )

2 WiiP;

e Weighted Alternating Least Squares : alternance de deux
régressions multiples pondérées. Gabriel et Zamir (1979) :
Criss Cross Multiple regression; Kiers (1997) : Weighted Least
Squares (WLS).
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ACP itérative

@ Initialisation i = 0 : remplacer les valeurs manquantes par la
moyenne de chaque variable (par exemple) : X©;

@® Reéalisation de I'ACP (SVD ou une étape de ALS) sur le
tableau de données complété X' (on retient K axes)

©® On obtient X+ en imputant les valeurs manquantes dans X'
par les valeurs reconstituées : X = TP’

O i — i+ 1 eton répéte les étapes 2 et 3 jusqu'a convergence

= A convergence, les données imputées n'influent pas sur la
construction des axes.
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Re-centrer (Re-réduire)

= La moyenne (I'écart-type) doit &tre ré-estimée avec les
composantes et les axes dans la minimisation du critére WPCA.

e A I'étape d'initialisation, on centre les données par M(®)
e A l'itération i :
e ACP sur le tableau de données complété centré
e Imputation des données manquantes — les données ne sont
plus centrées

e Rajout de la moyenne M(—1) et calcule de la nouvelle moyenne
M)
e Re-centrage des données (on enléve M())

e A la fin, les données imputées sont obtenues en rajoutant M(/)

= M&me procédure pour la réduction
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ACP itérative; WLS : propriétés

e Probléme de convergence : autres initialisations possibles

e Solutions non emboitées — choix du nombre d'axes 7 (Wold,
validation croisée)

e Augmente les liaisons entre les variables (optimiste) X = TP’
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Bilan

e Données complétes : toutes les méthodes permettent de
réaliser une ACP a moindre coiit (calcul de K axes)

e Données manquantes : idée simple qui consiste a "sauter" les
données manquantes pour obtenir les axes et les composantes
avec les données présentes (poids nul aux données
manquantes).

e Nipals
o WLS, ACP itérative, ALS itérative : différences algorithmiques.

Algorithme aussi appelé EM-PCA
(Expectation-Maximisation) : initialisation des paramétres 6y
— on estime les données manquantes Xoniss — avec
()A(m,-ss,Xobs) on obtient #; — on réestime Xniss, €t on itére.
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Données manquantes en AFM

AFM (1)

pPJ

Figure: Tableaux multiples.

e Questionnaire : santé des étudiants (consommation de
drogues, état psychologique, qualité du sommeil, signalétique)

e Analyse sensorielle : données sensorielles, mesures

physico-chimiques

e Données génomiques : protéine, ADN
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AFM (2)

Equilibrer I'influence des groupes
Le coeur de I'AFM est une ACP pondéreée :
J

o ACP sur chaque groupe de variables — A1, ..., \{

e ACP globale sur : (%7...7 X;J)
1 1

Résultats classiques de I'analyse factorielle (représentation des
individus, représentation des variables)

Problématique enrichie : résultats spécifiques de la structure
en groupes de variables (représentation superposée,
représentation globale des groupes)
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Données manquantes en AFM

= Avec deux groupes de variables :

o AFM itérative /Weighted AFM/ EM-AFM

e Minimisation de distance entre tableaux :

e Imputation par maximisation du coefficient RV
e Imputation avec des rotations procustes;
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@000

Algorithme de I'AFM itérative

= Pondération comme la réduction (ou le centrage) : une étape de
re-pondération aprés imputation des données
e Initialisation : imputation par la moyenne — X9; i =0
. : L 0
Calcul des poids A®) puis pondération (X = X/ﬂ( ))

Soit T,xx une matrice au hasard

e [teration i/ :
o P=X'T(T'T)™% T = XP(P'P)~*
o« X=TP

Multiplication par AU=1) et calcul des nouveaux poids AD)
Calcul du tableau global (X = X/vVA")

A la fin les données imputées sont obtenues en multipliant par
A
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Exemple

e Données vins (FactoMineR) : 21 vins décrits par deux groupes
de variables (olfaction/ gustation) — 6 lignes manquantes
dans olfaction

Individual factor map

o |
to remove :
~ o |
T2 |
e } Olfaction Gustation
g o 3EL
N e
N 1
a 1VAU ! PERL
~ 1 2
S HUR,,J,,,I_:EBE,G%AM,
a 1ERRPDoML "
«* - 1BEN
2ING 1CHA ZEL .
- _] * :
| 1
~ |
! 1
1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 28 /61
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Exemple

Individual factor map
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Dim 1 (40.95 %)
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Dim 2 (22.13 %)

-1

Données manquantes en ACP

Données manquantes en AFM

Simulations

Conclusion
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Individual factor map Individual factor map
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Dim 1 (40.95 %)

Dim 1 (71.36 %)
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Le coefficient RV, Escoufier 1973 (1)

= Un coefficient de corrélation entre deux ensembles de variables.

e Soit Xyxp, €t Ynxp,, si X et Y sont centrés par colonnes, le
coefficient RV est défini par :

RV(X.Y) = tr(XX'YY") < Wi, Wy >
’ VEr(XX2er(YY')2 | W [l Wy |1

e Propriétés :
e 0<RV(X,Y)<1
e RV(X,Y) =0, si et seulement si XTY =0
e RV(X,XB+ 1,c) =1, By, xp, une matrice orthogonale
(BB' = I,,) et cixp, un vecteur constant
esipp=p=1, RV(X,Y)=r3X,Y)

31/61



Contexte Données manquantes en ACP Données manquantes en AFM Simulations

Conclusion

0800000000000

Le coefficient RV, Escoufier 1973 (2)

e Dissimilarité entre deux matrices :

| o o7z ~ T |
(tr(XX’)2)1/2 (tr(YYl)2)1/2 ’

= Vv2/1-RV(X,Y).

d(X,Y) =

e La proximité entre matrices indique que la position relative des
n points dans RP! et des n points dans RP2 est similaire

= Minimisation d'une dissimilarité entre nuage de points =
maximiser le RV

32/61



Contexte Données manquantes en ACP Données manquantes en AFM Simulations Conclusion
00000000 0000 000
000000 00e0000000000 000000000

Maximisation du coefficient RV

1 P11 P2

Figure: Imputation avec le coefficient RV.

e On cherche u qui maximise RV (u)

e Si r individus ont des données manquantes, on traite
séparément chacun des r individus incomplets avec les n — r
individus complets

e Probléme de maximisation si p; grand
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Analyse procustéenne

L'analyse procustéenne consiste a ajuster un nuage de points sur un
autre représentant les mémes individus par des rotations, réflections,
translations et dilatations (Gower, 1971)

= Ajustement par moindres carrés
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2 3
1 2
1 4
4 5 3
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2 3 1 5
1 4
4 5 3
2
3 1 2
X
X
1 4
4 5 3
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2
3 1 2
1 4
4 5 3
1 2 3 2
X
41 543
Translation
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2
3 1 2
1 4
4 5 3
1 2
1 2
X
4 4 5 3 3
Rotation
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2
3 1 2
1 4
4 5 3
1 2
X
a4 5 3
Dilatation
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2
3 1 2
1 4
4 5 3
1 2
X
4 5 3
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2
3 1 2
1 4
4 5 3
1 2
X
4 5 3

Inverse dilatation
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2
3 1 2
1 4
4 5 3
2 3
X
1 4

Inverse rotation
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Rotations procustes pour gérer les données manquantes
= Compléter, imputer une configuration en s'aidant d'une autre

Incomplete configuration Complete configuration
2

3 1 2
1 4

4 5 3
2 3
x 5
1 4

Inverse translation
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Simulations

Simulations (1)

21 individus
Deux groupes de 9 variables assez liés

AFM effectuée puis données reconstituées avec 2 axes :
X = TP" — 2 dimensions.

Ajout de bruit sur chaque variable
(0 =0.025,0.05,0.1,0.2,0.5,1) — différentes structures de
données

Nombre de données manquantes : 10%, 20% 50% des lignes
d'un groupe

100 simulations pour chaque jeu de paramétres
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Simulations (2)

e AFM construite sur données complétes

e AFM construite sur données incomplétes avec les différents
algorithmes

e Deux critéres :

e Erreur de reconstitution
o Coefficient RV entre configurations compromis (vraie /
incompléte)
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RV
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Simulations

nb.missing = 0.1
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RV

1.00

0.95

0.90

0.85

0.80
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Données manquantes en AFM

Simulations

Conclusion
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J configurations avec des données manquantes

o AFM

e Prise en compte simultanément de toutes les configurations

e Rotations procustes, maximisation du RV : deux par deux

e Pour chaque ligne manquante — J — 1 estimations possibles
e Moyenne, médiane (si outliers), sélection ?

e Besoin de sélectionner 7 — test sur la significativité de la
liaison entre deux matrices (Josse, Husson, Pagés, 2008)
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Conclusion

o AFM itérative

e Estimation simultanée des données manquantes et des
paramétres
Bon résultats

Choix du nombre de composantes ?
Surajustement : pénalisation ?
Augmente les corrélations entre variables

e Minimisation de distance

e Augmente les corrélations entre variables
e Plus de deux configurations ?

Conclusion

o
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Perspectives

Kernel matrix completion (Kernel matrix regression,...)

Choix du nombre d'axes

Etudier les propriétés des algorithmes
ACP probabiliste

52 /61



Contexte Données manquantes en ACP Données manquantes en AFM Simulations Conclusion

00000000 0000 000
000000 0000000000000 ®00000000

ACP probabiliste (Bishop and Tipping, Roweis 1998) :
modéle d'analyse en facteurs communs et spécifiques

x=p+lz+e.
e x (p); z les variables latentes (q); g << p

e z~N(0, I), e ~ N(0, W), W diagonale

p(x|z) ~ N(pu+Tz, V).

= Les variables sont indépendantes sachant les variables latentes.
!
p(x) ~ N(p, ) avec Lpup = Mpxglygxp + Voxp-

= Décomposition de la matrice de variance-covariance particuliére.

= ACP probabiliste : W = o2/,
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Réduction de la dimension et estimation des paramétres

e Loi des variables cachées sachant les observations :
p(z|x) ~ N(M7T(x — ), o*(M)™1),

avec M =TT + o2I.

e Estimation des paramétres : maximum de vraisemblance

1
In L(X|T, 1, 02) = f% In(27) — gln(|Z|) — Strace(nZ"'S).
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Réduction de la dimension et estimation des paramétres

= Solution explicite :

A~ _ 1 n . L
e 1=+ " 1x: lamoyennes des données,
e 52 =_L 7P A; : la variance perdue en projection,

T p—q Lei=q+1 7Y
o ['= Uy(Ng — 0%1)Y/?R,

= ACP cas particulier de I'ACPP :
e On fait tendre le bruit vers 0 : 0 — 0
e Réduction de la dimension : E[z|x] = (I'T)~1I"'X

= Algorithme Expectation-Maximisation
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Probabilistic PCA : EM

e Vraisemblance compléte des observations : In L(X, Z|T, j1, 0?)

e E-step : calcul de I'espérance de la vraisemblance compléte en
utilisant |'espérance et la variance de p(z|x) ;
< zi >= M_lr/(x,' —X)
<zizl >=*(M) 1+ <z >< 2l >

e M-step : maximise In L par rapport aux paramétres [ et o2

M new = [i(x ) < z ] [Z < zZ] >]

i=1

-1

1 < _ _
O-r21eW: nipZHXi_X||2_2<ZI'>rlneW(XI'_X)
+Tr(< ziz] > r,,ewrnew)}

e |tération jusqu'a convergence
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ACP : EM

o Esstep: Z = (I'M)"1'x
e M-step : [ = X'Z(2Z')1

= Alternative Least Squares
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Contexte ées manquantes en AFM Simulations

Données manquantes ACPP et ACP

@ Remplacement des données manquantes par la moyenne de
chaque variable

® On effectue les deux étapes : E et M
© Imputation des données manquantes par X = Z[”’

O Itération des étapes 2 et 3 jusqu'a convergence

L 2 2 _ 2
e Avec 1 axe sans données manquantes : X,cpp = Xacp)“/\f

¢ Package pcaMethods (Bioconductor)
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Ces analyses sont inclues dans

FACTO @ SensoMinéR
librairies R dédiées a
I"Analyse des données la sensométrie
écrit par
Laboratoire de mathématiques appliquées d’Agrocampus

Rennes France

http://factominer.free.fr

http://sensominer.free.fr

i
AGROCQMPUS
e TT T
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http://www.agrocampus-rennes.fr/math/useR-2009/
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